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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang teorema titik tetap untuk pemetaan bernilai himpunan dengan domain berupa subset dari
suatu ruang b-metrik. Hasil yang diperoleh merupakan pengembangan tulisan Assad, N. A. dan Kirk, W. A yang berjudul fixed
point theorems for set-valued mappings of contractive type, dengan mengganti ruang metrik menjadi ruang b-metrik.
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Abstract. This paper study about fixed point theorem for set-valued maps where its domain is subset of a b-metric space. The result
is improvement of Assad, N. A. and Kirk, W. A’s paper, fixed point theorems for set-valued mappings of contractive type, by chang-

ing metric space to b-metric space.
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I. PENDAHULUAN

Teori titik tetap merupakan salah satu landasan di dalam
pengembangan matematika karena mempunyai peran yang
cukup mendasar dalam aplikasi berbagai cabang ilmu ma-
tematika. Salah satu teorema yang paling terkenal dalam teori
titik tetap adalah prinsip kontraksi Banach pada ruang metrik.
Dalam perkembengannya sendiri, konsep ruang b-metrik se-
bagai salah satu perumuman dari ruang metrik diperkenalkan
oleh Bakhtin [1].

Selain pembahasan teori titik tetap untuk pemetaan biasa
(pemetaan dengan domain dan kodomain yang sama), pem-
bahasannyapun berkembang pada pemetaan yang bernilai
himpunan. Seperti halnya yang dilakukan Nedler [2] dengan
memperkenalkan perluasan prinsip kontraksi Banach untuk
pemetaan bernilai himpunan dalam papernya yang berjudul
Multi-valued Contraction Mappings. Karena itu, banyak
penulis yang kemudian mengkaji dan mempelajari teori titik
tetap untuk pemetaan bernilai himpunan. Salah satunya ada-
lah Amini-Harandi [3] yang membuktikan teorema terkait
pemetaan bernilai himpunan. Selanjutnya Aydi [4] menya-
takan bahwa teori tentang pemetaan bernilai himpunan mem-
iliki banyak aplikasi seperti dalam teori kontrol, optimisasi
konveks, persamaan diferensial, dan dalam bidang ekonomi.
Aydi [4] juga memperumum suatu teorema yang telah dibuk-
tikan Amini-Harandi [3] dengan mengerjakan teorema itu
pada ruang b-metrik

Meskipun telah banyak tulisan terkait teorema titik tetap
untuk pemetaan bernilai himpunan pada ruang b-metrik, na-

mun kebanyakan yang dikaji terkait pemetaan dengan do-
main berupa ruang b-metrik. Oleh karena itu, penulis tertarik
untuk mengkaji teorema titik tetap bernilai himpunan untuk
pemetaan dengan domain berupa subset dari ruang b-metrik.
Kajian ini akan didasarkan pada penelitian yang telah dil-
akukan oleh Nadim A. Assad dan W. A. Kirk [5] yang telah
mengkaji pemetaan serupa namun terbatas pada ruang
metrik.

I1. LANDASAN TEORI

Pemetaan bernilai himpunan yang dimaksud yaitu
pemetaan dengan kodomain berupa koleksi subset dari suatu
himpunan. Kemudian akan diberikan juga definisi titik tetap
untuk pemetaan bernilai himpunan. Definisi titik tetap untuk
pemetaan bernilai himpunan berikut ini diambil dari tulisan
Aydi [4].

Definisi 1. Diberikan himpunan tak kosong X. Suatu x € X
disebut sebagai titik tetap dari pemetaan bernilai himpunan
T:X — 2%, jika x € T(x) dimana 2* menyatakan koleksi
dari semua subset tak kosong dari X.

Adapun Definisi ruang b-metrik yang merupakan perumu-
man dari ruang metrik diberikan oleh Czerwik [6] sebagai
berikut.

Definisi 2. Diberikan himpunan tak kosong X dan s > 1.
Pemetaan b: X X X — R disebut b-metrik dengan koefisien s,
jika untuk setiap x, y, z € X memenuhi:

i. b(x,y)=0
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ii. b(x,y)=0x=y

iii. b(x,y) = b(y,x)

iv. b(x,z) < s[b(x,y)+ b(y,2)]

Himpunan X yang dilengkapi dengan b-metrik b dengan
koefisien s dinamakan sebagai ruang b-metrik dan ditulis
(X,b,s).

Dari definisi di atas, apabila s = 1 maka diperoleh b meru-
pakan metrik. Karena itu, b-metrik merupakan perumuman
dari metrik. Berikut ini akan diberikan contoh b-metrik yang
bukan merupakan metrik.

Contoh 1. Pemetaan b:R x R — R dengan b(x,y) = |x —
y|? untuk setiap x,y € R merupakan b-metrik dengan
koefisien s = 2. Karena itu (R, b,2) merupakan ruang b-
metrik.

Selanjutnya akan diberikan definisi barisan konvergen,
barisan Cauchy, dan himpunan tertutup dalam ruang b-
metrik, serta ruang b-metrik lengkap. Konsep-konsep ini di-
ambil dari tulisan Kumam and Sintunavarat [7].

Definisi 3. Diberikan ruang b-metrik (X, b,s) dan barisan

(x,) di X. Barisan (x,,) disebut:

i. Konvergen jika terdapat x € X sehingga untuk setiap € >
0 terdapat K € N sehingga untuk setiap n > K berlaku
b(x,, x) < €. Dalam hal ini ditulis Tlltrgxn = x atau x,, -

X.
ii. Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat K € N sehingga
untuk setiap n,m = K berlaku b(x,, x,) < €.
Ruang b-metrik (X, b,s) selanjutnya disebut lengkap jika
setiap barisan Cauchy di dalam X juga konvergen di X.

Teorema 1.[7] Dalam suatu ruang b-metrik (X, b, s) berlaku:
i. suatu barisan konvergen memiliki tepat satu limit;
ii. setiap barisan konvergen merupakan barisan Cauchy.

Selanjutnya, berikut ini diberikan definisi klosur dari suatu
himpunan yang juga diambil dari tulisan Kumam and Sin-
tunavarat [7] sekaligus digunakan dalam memperkenalkan
konsep himpunan titik batas dari suatu himpunan.

Definisi 4. Diberikan ruang b-metrik (X, b, s) dan himpunan
Y cX.
i. Klosur dari Y, ditulis ¥ dan didefinisikan sebagai
Y = {x € X| 3(x,,) € Y konvergen ke x}
ii. Himpunan titik batas dari Y, ditulis dYdan didefinisikan
sebagai
a=Ynye

Berdasarkan konsep barisan konvergen yang sebelumnya
juga, berikut ini diberikan konsep himpunan tertutup dan
konsep himpunan terbatas dalam ruang b-metrik. Konsep-

konsep ini diambil dari tulisan Bota et al [8].

Definisi 4. Diberikan ruang b-metrik (X, b,s) danY < X.
i. Himpunan Y dikatakan tertutup jika untuk setiap barisan
konvergen (x,) di Y maka limx,, €Y.
n—-oo
ii. Himpunan Y dikatakan terbatas jika terdapat M > 0
sehingga b(x,y) < M untuk setiap x,y € Y.

Selanjutnya, diperkenalkan dua notasi untuk mempermu-
dah pembahasan lebih lanjut, yakni untuk suatu ruang b-
metrik (X, b, s) dinotasikan

R* = {x € Rlx > 0} dan CB(X) = {Y €
X|Y tak kosong, tertutup, dan terbatas}.

Beberapa konsep dasar terkait himpunan dalam suatu ru-
ang b-metrik (X, b, s), yang diambil dari tulisan Czerwik [9]
adalah sebagai berikut.

Definisi 5. Diberikan ruang b-metrik (X, b, s).
i. Pemetaan D:CB(X) x CB(X) -» R*  didefinisikan
sebagai
D(A,B) = inf{b(x,y)|x € A,y € B},
untuk setiap 4, B € CB(X).
Khususnya, jika x, € X, maka b(xo, B) = D({x,}, B).
ii. Pemetaan  p:CB(X) X CB(X) » R  didefinisikan
sebagai
p(A,B) = sup{b(a, B)|a € A},
untuk setiap 4, B € CB(X).
iii. Pemetaan  H:CB(X) X CB(X) » R"  didefinisikan
sebagai
H(A, B) = max{p(4, B), p(B, A)},
untuk setiap 4, B € CB(X).

Dari definisi di atas dapat dilihat bahwa untuk setiap
A, B € CB(X) berlaku bahwa
D(A,B) < p(A,B) < H(A,B),
sehingga diperoleh bahwa untuk setiap x € A berlaku
b(x,B) < p(A,B) < H(A,B).
Demikian pula jika B € CB(X), maka untuk setiap x € X
dan y € B berlaku
b(x,B) < b(x,y).

I11. HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelum membahas hasil penelitian dalam tulisan ini, ter-
lebih dahulu akan diberikan beberapa sifat dasar yang dibu-
tuhkan. Sifat dasar ini diambil dari tulisan Aydi [4].

Lemma 1. Jika (X, b, s) ruang b-metrik, maka b(x, A) <
s[b(x,y) + b(y,A)] dan b(x,A) < s[b(x,B) + H(B, A)]
untuk setiap x,y € X dan A, B € CB(X).

Lemma 2. Diberikan ruang b-metrik (X, b, s). Jika x € X
dan A € CB(X), maka
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b(x,A) =0 x € A

Lemma 3. Jika (X, b, s) ruang b-metrik dan 4, B € CB(X),
maka untuk setiap € > 0 dan y € B, terdapata € A
sehingga b(a,y) < H(A,B) + €.

Hasil penelitian yang dimaksud disajikan dalam teorema
berikut, yaitu teorema tentang eksistensi titik tetap untuk
pemetaan bernilai himpunan dengan domain berupa him-
punan bagian dari suatu ruang b-metrik.

Teorema 2. Diberikan ruang b-metrik lengkap (X, b, s),

himpunan tertutup tak kosong A < X, dan pemetaan T: A —

CB(X) dengan sifat

i. T pemetaan kontraktif yakni, terdapat bilangan real k >
0 sehingga H(T (x), T (y)) < kb(x,y), untuk setiap
X,y € A;

ii. A konveks yakni, untuk setiap x € A dan y € A, terdapat
z € 0A sehingga

b(x,z) + b(z,y) = b(x,y);
iii. T(x) € A untuk setiap x € dA.
Jika k < =, maka T memiliki titik tetap.

1
5_31

Bukti. Diperhatikan bahwa k <

dengank < g < 513 Akibatnya, untuk setiap x, y € A berlaku
H(T(x),T(y)) < kb(x,y) < qb(x,y).
Diambil sebarang x, € A dan x'; € T(x,). Jika x'; € A
maka dipilih x; = x';, tetapi jika x'; ¢ A, maka dengan
menggunakan sifat (ii), dipilih x; € A sehingga
b(xg,%1) + b(x1,x'1) = b(x0,x"1).
Karena A tertutup maka x; € A. Akibatnya, dengan
menggunakan Lemma 2.3, diperoleh bahwa terdapat x', €
T (x,) sehingga
b(x'y,x'3) < H(T (%), T(x2)) +q.
Jika x', € A makadipilih x, = x',, tetapi jika x', ¢ A, maka
dengan menggunakan sifat (ii), dipilih x, € dA sehingga
b(x1,%2) + b(xz,x'3) = b(x1,x"2).
Karena A tertutup maka x, € A. Akibatnya, dengan
menggunakan Lemma 2.3, diperoleh bahwa terdapat x'; €
T (x,) sehingga
b(x'y,x'3) < H(T(x1), T (x2)) + q°.
Proses dilanjutkan terus menerus, diperoleh barisan (x;,)
dan (x',) dengan sifat
(8.) x,n € T(xn—l);
(b) b(x,nﬁx’n+1) < H(T(xn—l)'T(xn)) + qn;
dengan
(c) x,=x',jikax', € A atau
(d) b(xn—lﬁxn) + b(xnﬂx’n) = b(xn—l'x,n) Jlka x,n €A
untuk setiap n € N.
Selanjutnya, dimisalkan P = {x; € (x,)|x; = x';,i € N} dan
Q = {x; € (xp)|x; # x';,i € N}
Diperhatikan bahwa menurut konstruksi barisan (x,,), untuk
setiap n € N} berlaku x,, € Q = x,,, € P, sebab
seandainya terdapat n € N}sehingga x,, € Qtetapix,,; € Q,

maka terdapat g € R

maka x,, € 04, x4 € T(xy,),danx’,,; & A, yang berarti
T(x,) € A. Hal ini kontradiksi dengan (iii).
Selanjutnya, untuk setiap n € N} dengan n > 2,
diperhatikan 3 kasus berikut ini.
(1) Jika x,, x,4+1 € P maka dengan menggunakan (b)

diperoleh

b(xn, Xp41) = b(x'n, %' n41)

= H(T(xn—l)l T(xn)) + qn = qb(xn—b xn) + qn-

(2) Jika x,, € Pdanx, ., € Q, maka dengan menggunakan

(b) dan (d) diperoleh

b(xp, Xp41) < b(xnrxln+1) = b(x’n’x’n+1)

< H(T(xn—l)l T(xn)) + qn < qb(xn—b xn) + qn-

(3) Jika x, € Qdanx,,,; € P, maka x,_; € P. Akibatnya,

dengan menggunakan (b) dan (d) diperoleh

b(xn, Xp41) < s[b (xn,x"n) + b(x'n, xn+1)]
S[b(xn, x"n) + b(x'n, x"541)]
S[b (xn' x,n) + H(T(xn—l)' T(xn)) + qn]
S[b(xn, x'n) + qb(xp_q, %5) + q"]
s[b(xn-1,x"2) + q"]
s[
s[

b(x'n-1,x'n) +q"]
H(T (xp—2), T(xp-1)) + q" 7 + q"]
< s[qb(xn—2 %n-1) + 4" +q"].
Sedangkan untuk kemungkinan lain, yaitu x,,, x,,,; € Q tidak
mungkin sebab kontradiksi dengan hasil sebelumnya. Oleh
karena itu, untuk setiap n € N} dengan n > 2, berlaku
b(xn:xn+1) < qb(xn—lfxn) + qn atau

b(xn: xn+1) < S[qb(xn—ern—l) + qn—l + qn].

Selanjutnya, dimislkan

INININ A IA

1
r = (sq) 2max{b(xo,x1),b(x1,%)}.
Ditunjukkan bahwa untuk setiap n € N, b(x,, Xp41) <
(sq)z(r + n) dengan induksi sebagai berikut. Pada langkah
dasar yakni n=1 ataupun n=2, jelas terpenuhi. Selanjutnya,
andaikan untuk setiap k € N dengan 1 < k < n benar
bahwa

k
b(xk, Xk+1) < (sq@)2(r + k),
akan ditunjukkan benar juga untuk k = n + 1dengann > 2.

Jika b(Xp41, Xna2) < qb(xy, Xneq) + ™1, maka diperoleh
n
b(Xp41, Xns2) < q(sq@)2(r + n) + g™*?

ndir 1 1 _n+1
= (sq) 2 [qZS 2(r+n) + (sq)” 2 q"“]
n+1
<(sqQ)z (r+n+1).
Sedangkan jika b(xp 1, Xni2) < S[qb(xp_1,xp) +q™ +
q™*1], maka diperoleh

n-1
b(xXps1,Xns2) < [q(sq)T(r tn-1+q"+ q"“]
n+1 _nt1
=(sq) 2 [r+n—1D+s(sq)" 2 (q"+q™")]
n+1
<(sq)z (r+n+1).
Akibatnya, dengan menggunakan hasil yang telah dibuktikan
dengan induksi sebelumnya, diperoleh bahwa untuk setiap
n,i € N berlaku
b(xn' xn+i) < S[b(xn' xn+1) + b(xn+1' xn+i)]
< e
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< Sb(xnr xn+1) +
2b(xn+1rxn+2)+ ) b(xnﬂ 1,xn+,)

<s(sq)z (7‘+n)+52(sq) 2 (r+n+
n+i—-1

D+...+s(sq) 2 (r+n+1—1)
< 5(50)% [ + ) Bih (597 + Bich ks* (s

S SC60)F [ 41 B0+ 2o k(0]

= rS(SQ)Z Zi=o(s® Q)Z M sn(sq)? io(s? 61)2 +

5(59)? Do k(s? q)Z-
Ruas kanan ketaksamaan terakhir ini konvergen ke 0, sebab

k
dengan  uji rasio diperoleh bahwa ¥ 7_,(s3¢)z <
o danZk ok(s? q)z < oo dan juga menglngat bahwa k <
q<-= sehlngga (sq)2 < 1dan (s3 q)z <1, yang berarti

3

(sq)z — 0 dan n(sq)z — 0. Karena itu, barisan (x,)
merupakan barisan Cauchy. Karena (X, b, s) ruang b-metrik
lengkap, maka terdapat x € X sehingga x,, — x. Lebih lanjut,
karena A tertutup, maka x € A. Dilain pihak, menurut
konstruksi barisan (x,), terdapat subbarisan (x,, ) dari (x,)
dengan sifat x,, = x',, untuk setiap k € N. Selanjutnya,
dengan menggunakan Lemma 2.1 diperoleh
b(x,T(x)) = Ili_r)rolob(x,T(x))

< lims[b(x, T(xny-1)) + H(T (Xn;-1), T (x))]

< lllrglos[b(x, Xn,) + qb(xp,—1,%)] = 0.

Jadi menurut Lemma 2.2, diperoleh x € T(x) atau T
memiliki titik tetap.

Berikut ini diberikan suatu akibat dari teorema di atas, di-
mana akibat ini merupakan Teorema yang ditemukan oleh
Assad, N. A. dan Kirk, W. A [5].

Akibat 1. Diberikan ruang metrik lengkap (X, d), himpunan

tertutup tak kosong A € X, dan pemetaan T:A — CB(X)

dengan sifat

i. terdapat bilangan real k = 0 sehingga H(T (x),T(y)) <
kd(x,y), untuk setiap x,y € 4;

ii. untuk setiap x € A dany & A, terdapat z € dA sehingga

d(x,z) +d(z,y) =d(x,y);
iii. T(x) € A untuk setiap x € dA.
Jika k < 1, maka T memiliki titik tetap.

Bukti. Karena ruang b-metrik merupakan perumuman dari
ruang metrik, yakni ketika diambil s = 1, maka bukti
pernyataan ini jelas.

IV. KESIMPULAN

Teorema titik tetap untuk pemetaan bernilai himpunan
pada suatu subset dari ruang b-metrik dapat dijamin

keberadaannya dengan beberapa kondisi. Kondisi-kondisi
yang dimaksud diantaranya: pemetaannya merupakan
pemetaan kontraktif, domain pemetaannya tertutup dan
merupakan himpunan konveks, setiap nilai pemetaannya
merupakan subset domainnya, dan dengan membatasi kon-
stanta kontraksinya. Pembatasan yang dimaksud yakni

dengan mengambil konstanta kontraksi k < 513

Pada tulisan ini telah dikaji teorema titik tetap untuk
pemetaan dengan domain merupakan subset dari suatu ruang
b-metrik. Penelitian selanjutnya dapat dikembangkan dengan
bekerja pada ruang yang berbeda ataupun dengan bekerja
pada pemetaan yang berbeda.
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