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Abstrak 

Dalam artikel ini dipelajari symplectic form suatu aljabar Lie berdimensi kecil. Symplectif form sangat penting dalam 

mengklasifikasikan tipe-tipe aljabar Lie. Berdasarkan dimensi dan syarat-syarat tertentu yang harus dipenuhi, terdapat dua 

tipe aljabar Lie. Aljabar Lie berdimensi ganjil dinamakan aljabar Lie kontak dan aljabar Lie berdimensi genap dinamakan 

aljabar Lie Frobenius.  Suatu aljabar Lie berdimensi ganjil yang dilengkapi dengan  satu-form 𝛼 sedemikian sehingga 𝛼 ∧
(dα)𝑛 ≠ 0  disebut aljabar Lie kontak, sedangkan aljabar Lie berdimensi genap dengan indeksnya sama dengan nol 

dinamakan aljabar Lie Frobenius. Penelitian ini bertujuan untuk memberikan formula symplectic form secara eksplisit bagi 

aljabar Lie kontak dan aljabar Lie Frobenius. Dalam penelitian ini, diperoleh bahwa satu-form yang terkait dengan symplectic 

form erat kaitannya dalam menentukan tipe suatu aljabar Lie apakah aljabar Lie kontak atau aljabar Lie Frobenius. Untuk 

memperjelas hasil yang diperoleh, diberikan beberapa contoh satu-form dan symplectic form aljabar Lie Frobenius dan aljabar 

Lie kontak. 

Kata Kunci: aljabar Lie kontak, aljabar Lie Frobenius, bilinear form, satu-form, symplectic form. 

 

Abstract 

In this paper, we study symplectic form on low dimensional real Lie algebra. A symplectic form is very important in 

classifying of Lie algebra types. Based on their dimension and certain conditions, there are two types of Lie algebras. A lie 

algebra with odd dimension endowed with one-form 𝛼 such that 𝛼 ∧ (dα)𝑛 ≠ 0  is called a contact Lie algebra, while a Lie 

algebra whose dimension is even and it is endowed with zero index is called a Frobenius Lie algebra. The research aimed 

to give explicit formula of a symplectic form  of  low dimensional contact Lie algebras and Frobenius Lie algebras. We 

established that a one-form associated to simplectic form determine a type of a Lie algebra whether a contact or a Frobenius 

Lie algebras.To clearer the main results, we give some examples of one-form and symplectic form of Frobenius and contact 

Lie algebras. 
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1. Pendahuluan 

Aljabar Lie atas lapangan real ℝ  adalah ruang vektor real yang mempunyai bracket Lie yaitu pemetaan 

skew bilinear yang sekaligus memenuhi identitas Jacobi. Teori grup Lie dan aljabar Lie serta teori 

representasi ke duanya merupakan contoh bentuk nyata interaksi antara bidang ilmu matematika dan 

Fisika [1]. Contoh lain interaksi antara ke dua bidang ilmu tersebut adalah aljabar Lie Fobenius dan aljabar 

Lie kontak beserta grup Lie-nya. Khususnya aljabar Lie Frobenius, aljabar Lie ini berkaitan erat dengan 

persamaan Yang-Baxter klasik atau Classical Yang-Baxter Equation (CYBE) ([1], [2]). Di sisi lain 

terdapat hubungan yang erat antara aljabar Lie kontak dengan aljabar Lie Frobenius. Hubungan tersebut 

antara lain terkait dengan symplectic form antara keduanya. Sifat ini banyak dikembangkan oleh banyak 

peneliti ([3], [4]).  

Kajian mendalam tentang aljabar Lie kontak sudah banyak dilakukan oleh banyak peneliti.  Kruglikov 

mengkaji aljabar Lie kontak terkait hubungan antara symplectic dan aljabar Lie kontak beserta aplikasinya 
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dalam persamaan Monge-Amp´ere [5]. Selanjutnya, Rodríguez-Vallarte dan Salgado mempelajari aljabar 

Lie kontak tak tereduksi berdimensi 5 sebagai suatu double extension [6], Alvarez, Rodr´Iguez-Vallarte, 

dan Salgado mengkaji tentang aljabar Lie kontak yang bersifat nilpotent [3]. Kajian mendalam tentang 

aljabar Lie Frobenius juga sudah banyak dilakukan oleh banyak peneliti dari berbagai aspek seperti 

hubungan dengan aljabar Lie kontak dengan nilradical yang bersifat komutatif [4],  invariant dan semi-

invariant aljabar Lie Frobenius [2], 𝔤-quasi Frobenius Lie algebra[7], elemen-elemen utama aljabar Lie 

Frobenius dan sifat-sifatnya ( [8], [9].  

Berbeda dengan penelitian-penelitian sebelumnya, dalam artikel ini dipelajari rumus eksplisit 

symplectic form aljabar Lie kontak dan aljabar Lie Frobenius yang terkait dengan satu-form-nya. 

Diberikan contoh aljabar Lie kontak dan aljabar Lie Frobenius, kemudian ditentukan bentuk satu-form-

nya yang terkait dengan symplectic-form secara eksplisit dengan menghitung langsung. Dibuktikan pula 

bahwa dengan konstruksi tersebut, diperoleh aljabar Lie kontak dan aljabar Lie Frobenius. 

2. Landasan Teori 

Dalam bab ini, diberikan review tentang pemetaan bilinear, satu-form atau fungsional linear, symplectic 

form, aljabar Lie Frobenius, dan aljabar Lie kontak.   Sebelum membahas pemetaan bilinear, pembaca 

sudah memahami tentang pemetaan linear antara ruang vektor. Misalkan 𝔤 dan 𝔅 ruang vektor real dan 

misalkan 𝜓 ∶ 𝔤 → 𝔅 suatu pemetaan. Dalam hal ini, 𝜓 dikatakan linear jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤 dan 

skalar-skalar 𝛼 dan 𝛽 berlaku: 

 𝜓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝜓(𝑥) + 𝛽𝜓(𝑦)  (1) 

Jika 𝔅 = ℝ maka pemetaan linear 𝜓 ini dikatakan satu-form atau fungsional linear. Untuk konsistensi, ke 

depannya 𝜓 hanya akan dinamakan satu-form. Himpunan semua satu-form 𝜓 pada 𝔤 dinamakan dengan 

ruang dual, yaitu dual terhadap ruang vektor 𝔤 dan dinotasikan oleh 𝔤∗. Dengan kata lain,  

 𝔤∗ = {𝜓   ; 𝜓 ∶ 𝔤 → ℝ adalah satu − 𝑓𝑜𝑟𝑚}   (2) 

Jika 𝐵 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} basis untuk ruang vektor 𝔤 berdimensi hingga maka basis untuk ruang dual 𝔤∗ 

dinotasikan oleh 𝐵∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … . , 𝑥𝑛
∗ }. Hubungan keduanya diberikan oleh: 

 𝑥𝑖
∗(𝑥𝑗) = 1, jika 𝑖 = 𝑗 dan nol untuk lainnya  (3) 

Selanjutnya gagasan pemetaan linear ini diperluas untuk kasus pemetaan bilinear.Secara kasarnya, 

pemetaan bilinear adalah pemetaan yang setiap komponennya senantiasa linear. Secara formal, definisi 

pemetaan bilinear diberikan dalam definisi berikut ini:  

Definisi 1[10]. Misalkan 𝔤, 𝑉, dan 𝑊 ruang vektor real. Pemetaan 𝜔: 𝔤 × 𝑉 ∋ (𝑢, 𝑣) ↦ 𝜔(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑊 

dikatakan bilinear jika berlaku: 

1. 𝜔(𝑢1 + 𝑢2, 𝑣) = 𝜔(𝑢1, 𝑣) + 𝜔(𝑢2, 𝑣), 

2. 𝜔(𝑢, 𝑣1 + 𝑣2) = 𝜔(𝑢, 𝑣1) + 𝜔(𝑢, 𝑣2), 

3. 𝜔(𝛼𝑢, 𝑣) = 𝛼𝜔(𝑢, 𝑣), 

4. 𝜔(𝑢, 𝛽𝑣) = 𝛽𝜔(𝑢, 𝑣) 

∀ 𝑢, 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝔤, 𝑣, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑉, skalar-skalar  𝛼, 𝛽.  

Dalam hal 𝔤 = 𝑉 dan 𝑊 = ℝ, pemetaan bilinear 𝜔 dinamakan bilinear-form atau dua-form.  Sifat terkait 

dengan bilinear-form diberikan dalam definisi berikut ini: 

Definisi 2[10].  Misalkan 𝔤 suatu ruang vektor real. Bilinear-form 𝜔: 𝔤 × 𝔤 → ℝ dikatakan symplectic 

form jika kondisi-kondisi  berikut ini dipenuhi: 

1. 𝜔 skew-symmetric: ∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝔤, 𝜔(𝑣, 𝑤) = −𝜔(𝑤, 𝑣); 

2. 𝜔 non-degenerate: jika 𝑣 ∈ 𝔤 dan 𝜔(𝑣, 𝑤) = 0 untuk setiap 𝑤 ∈ 𝔤, maka 𝑣 = 0. 

Pasang ruang vektor 𝔤 dan symplectic-nya dinotasikan oleh   (𝔤, 𝜔) dinamakan ruang symplectic.  
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Salah satu operasi pada satu-form ini adalah hasil kali wedge dinotasikan oleh ∧ dan didefinisikan sebagai 

berikut: 

Definisi 3[10]. Misalkan 𝔤 ruang vektor real dengan basis 𝐵 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}. Misalkan 𝐵∗ =
{𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … . , 𝑥𝑛

∗ } basis untuk ruang dual 𝔤∗. Maka untuk semua 1 ≤ 𝑖1, … , 𝑖𝑘 ≤ 𝑛, didefiniskan 𝑘-form pada 

𝔤 oleh 𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗ ∧ … ∧ 𝑥𝑖𝑘

∗  dan diberikan sebagai berikut:  

 (𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗ ∧ … ∧ 𝑥𝑖𝑘

∗ )(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘) = |

𝑥𝑖1

∗ (𝑎1) … 𝑥𝑖1

∗ (𝑎𝑘)

⋮ ⋮
𝑥𝑖𝑘

∗ (𝑎1) … 𝑥𝑖𝑘

∗ (𝑎𝑘)
|   (4) 

Untuk setiap 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝔤. 

 

Untuk kasus bilinear-form,yaitu 𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗ ∶ 𝔤 × 𝔤 → ℝ, rumus hasil kali wedge-nya diperoleh dari [10] 

dan dapat dituliskan sebagai berikut:  

 (𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗ )(𝑎1, 𝑎2) = |
𝑥𝑖1

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
|   (5) 

  

Menggunakan sifat determinan, pemetaan 𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗  adalah bilinear form dan skew-symmetric.  Untuk 

melihat ini, misalkan 𝜏 ≔ 𝑥𝑖1

∗ ∧ 𝑥𝑖2

∗ .  

1. 𝜏(𝑎1 + 𝑐, 𝑎2)  = |
𝑥𝑖1

∗ (𝑎1 + 𝑐) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎1 + 𝑐) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
| 

                          = |
𝑥𝑖1

∗ (𝑎1) + 𝑥𝑖1

∗ (𝑐) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎1) + 𝑥𝑖2

∗ (𝑐) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
| 

                          = |
𝑥𝑖1

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
| + |

𝑥𝑖1

∗ (𝑐) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑐) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
| 

                          = 𝜏(𝑎1, 𝑎2) + 𝜏(𝑐, 𝑎2). 

Hal yang sama dapat ditunjukkan untuk  linearitas  komponen 𝑎2 dan sifat homogenitas, yaitu 

𝜏(𝑘𝑎1, 𝑎2) = 𝑘𝜏(𝑎1, 𝑎2). 

2. Dengan mempertukarkan baris/kolom kita peroleh bahwa 

|
𝑥𝑖1

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎2)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎1) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎2)
| = − |

𝑥𝑖1

∗ (𝑎2) 𝑥𝑖1

∗ (𝑎1)

𝑥𝑖2

∗ (𝑎2) 𝑥𝑖2

∗ (𝑎1)
|. 

Dengan kata lain, 𝜏(𝑎1, 𝑎2) = −𝜏(𝑎2, 𝑎1).  

 

Contoh 1. Misalkan 𝔤 ruang vektor real berdimensi dua dengan basisnya 𝐵 = {𝑥1, 𝑥2}. Misalkan 𝔤∗ dual 

ruang vektor 𝔤 yang  memuat  semua satu-form di 𝔤 dengan basisnya 𝐵∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2

∗}. Dengan kata lain, 

𝔤∗ = span 𝐵∗ = ⟨ 𝑥1
∗, 𝑥2

∗⟩. Hubungan antara 𝐵 dan 𝐵∗ diberikan oleh persamaan  (3). Selanjutnya pilih 

𝜔 = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗. Dalam hal ini, 𝜔 = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ adalah pemetaan bilinear dan bersifat skew-symmetric. Jadi, 

untuk membuktikan bahwa 𝜔 = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ symplectic form, cukup dibuktikan bahwa 𝜔 = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ non-

degenerate. Misalkan entri (𝑖, 𝑗) dari matriks 𝐴 didefiniskan sebagai 𝜔(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) dengan 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2, yaitu : 
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𝐴 = [
0 1

−1 0
]. 

Karena determinan matriks 𝐴 sama dengan satu, maka 𝜔 non-degenerate. Jadi, 𝜔 suatu symplectic form 

pada 𝔤. Hal ini mengakibatkan (𝔤, 𝜔) ruang symplectic. 

3. Metode 

Proses literature reviews telah dilakukan terkait symplectic form yang berhubungan dengan satu-form 

baik pada aljabar Lie kontak maupun aljabar Lie Frobenius [11].  

Definisi 4[10]. Misalkan 𝔤 suatu aljabar Lie real berdimensi hingga. Misalkan pula 𝔤∗ suatu dual ruang 

vektor dari 𝔤. Misalkan 𝛼 ∈ 𝔤∗  satu-form, maka 𝑑𝛼 = 𝜔 adalah bilinear form pada 𝔤.  

Rumus untuk perpangkatan bilinear-form  

 dα = ω = ∑ 𝑥𝑖
∗ ∧ 𝑦𝑖

∗𝑛
𝑖=1   (6) 

diberikan oleh persamaan berikut ini:  

 (dα)𝑛 = ω𝑛 = (∑ 𝑥𝑖
∗ ∧ 𝑦𝑖

∗𝑛
𝑖=1 )𝑛 

    = 𝑛! (𝑥1
∗ ∧ 𝑦1

∗) ∧ … ∧ (𝑥𝑛
∗ ∧ 𝑦𝑛

∗)    

dengan menggunakan sifat bahwa 𝑥𝑖
∗ ∧ 𝑥𝑖

∗ = 0 dan 𝑥𝑖
∗ ∧ 𝑥𝑗

∗ = −𝑥𝑗
∗ ∧ 𝑥𝑖

∗ dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka persamaan di 

atas dapat ditulis ulang sebagai berikut: 

 (dα)𝑛 = ω𝑛 = (∑ 𝑥𝑖
∗ ∧ 𝑦𝑖

∗𝑛
𝑖=1 )𝑛 

    = (−1)
𝑛(𝑛−1)

2 𝑛! (𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ … ∧ 𝑥𝑛
∗ )(𝑦1

∗ ∧ 𝑦2
∗ ∧ … ∧ 𝑦𝑛

∗)  (7) 

 

Jika dimensi suatu aljabar Lie ganjil yaitu 2𝑛 + 1 dan terdapat 𝛼 ∈ 𝔤∗ yang memenuhi 𝛼 ∧ (dα)𝑛 ≠ 0 

dengan (dα)𝑛 sebagaimana dituliskan dalam persamaan (7) maka aljabar Lie tersebut dinamakan aljabar 

Lie kontak. Selanjutnya, Jika dimensi suatu aljabar Lie genap yaitu 2𝑛 dan terdapat 𝛼 ∈ 𝔤∗ suatu satu-

form sedemikian sehingga bilinear form 𝜔 ≔ dα bersifat symplectic maka aljabar Lie tersebut dinamakan 

aljabar Lie Frobenius. Secara formal definisi aljabar Lie kontak dan aljabar Lie Frobenius diberikan dalam 

dua definisi berikut ini: 

Definisi 5[4]. Aljabar Lie 𝔤𝐶 berdimensi 2𝑛 + 1 dikatakan aljabar Lie kontak jika terdapat 𝛼 ∈ 𝔤𝐶
∗  

sedemikian sehingga 2𝑛 + 1-form 𝛼 ∧ (dα)𝑛 ≠ 0.  

Definisi 6[4]. Aljabar Lie 𝔤𝐹 dikatakan aljabar Lie Frobenius jika terdapat 𝛼 ∈ 𝔤𝐶
∗  sedemikian sehingga 

bilinear-form yang didefinisikan oleh𝜔 = dα suatu symplectic-form.  

Komentar 1.  Terkait dua definisi terakhir diperoleh pernyataan sebagai berikut : 

1. Misalkan 𝔤𝐶 suatu aljabar Lie berdimensi 2𝑛 + 1. Misalkan 𝛼 ∈ 𝔤𝐶
∗  satu-form. 2𝑛 + 1-form 𝛼 ∧

(dα)𝑛 ≠ 0 mengakibatkan dimensi radical dari 𝜔 ≔ dα sama dengan satu. Dalam hal radical dari 

𝜔 = dα dinotasikan oleh Rad(ω) dan didefinisikan oleh  

 𝑅𝑎𝑑(𝜔) = {𝑥 ∈ 𝔤𝐶   ; 𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, ∀𝑦 ∈ 𝔤𝐶}  (8) 

2. Misalkan 𝔤𝐹 suatu aljabar Lie berdimensi 2𝑛. Misalkan 𝛼 ∈ 𝔤𝐶
∗  satu-form. Bilinear-form 𝜔 ≔ dα non-

degenerate jika dan hanya jika (dα)𝑛 ≠ 0 [4]. 

4. Hasil dan Pembahasan 

Hasil utama dalam penelitian ini dinyatakan berdasarkan tipe aljabar Lie-nya sebagai berikut:  
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4.1 Symplectic form Aljabar Lie Kontak  

Terkait aljabar Lie kontak, kita berikan bukti lengkap hasil yang telah diperoleh Rodríguez-Vallarte 

dan Salgado (lihat [6], halaman 26-27). Sebelum membuktikan hasil tersebut, kita peroleh hasil 

pendahuluan sebagai berikut:  

Teorema 7 [6]. Misalkan 𝔤 aljabar Lie real berdimensi 3 atas lapangan ℝ dan himpunan 𝑆 =
{𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ⊆ 𝔤 adalah himpunan yang bebas linear dengan  𝔤 = ⟨𝑆⟩.  Maka 𝔤 isomorfik dengan aljabar 

Lie Heisenberg dengan bracket Lie tak nolnya diberikan oleh [𝑥1, 𝑥2] = 𝑥3.  

Misalkan 𝔤𝔥 aljabar Lie Heisenberg berdimensi tiga dengan basisnya 𝐵 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}. Bracket Lie tak 

nolnya  diberikan  oleh  persamaan [𝑥1, 𝑥2] = 𝑥3.  Tentu saja 𝔤𝔥 adalah aljabar Lie nilpotent berderajat 

dua dan 𝔤𝔥 bukan aljabar Lie Frobenius. Misalkan 𝔤𝔥
∗ dual dari ruang vektor 𝔤𝔥 dengan basisnya adalah 

𝐵∗ = {𝑥1
∗, 𝑥2

∗, 𝑥3
∗}. Hubungan antara 𝔤𝔥 dan 𝔤𝔥

∗ diberikan oleh persamaan (3). Terdapat satu-form 𝛼 = 𝑥1
∗ di 

mana dα = 𝑥2
∗ ∧ 𝑥3

∗. Kita akan buktikan bahwa tiga-form  𝛼 ∧ dα = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ ∧ 𝑥3
∗ ≠ 0 untuk semua elemen 

yang bebas linear di 𝔤𝔥. Untuk itu, misalkan 𝑣1, 𝑣2,  dan 𝑣3 elemen-elemen di 𝔤𝔥 yang bebas linear. Kita 

tuliskan 𝑣1, 𝑣2,  dan 𝑣3 sebagai kombinasi linear elemen-elemen 𝐵 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} yaitu: 𝑣1 = 𝑘1𝑥1 +
𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3, 𝑣2 = 𝑙1𝑥1 + 𝑙2𝑥2 + 𝑙3𝑥3, dan 𝑣3 = 𝑚1𝑥1 + 𝑚2𝑥2 + 𝑚3𝑥3 dengan 𝑙𝑖 , 𝑘𝑖, 𝑚𝑖 skalar-skalar 

real dan 𝑖 = 1,2,3. Oleh karena itu, himpunan 𝑆 = {𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)𝑇 , 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)𝑇 , 𝑚 =
(𝑚1, 𝑚2, 𝑚3)𝑇 } bebas linear di ℝ3 karena jika tidak, kontradiksi dengan pernyataan bahwa himpunan 

𝐵 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} membangun 𝔤𝔥. Menggunakan definisi tiga-form dan dengan menghitung langsung, 

didapat: 

(𝛼 ∧ dα)(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = (𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ ∧ 𝑥3
∗)(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) 

= |𝑘 𝑙 𝑚| = |

𝑘1 𝑙1 𝑚1

𝑘2 𝑙2 𝑚2

𝑘3 𝑙3 𝑚3

| 

= 𝑘1𝑙2𝑚3 + 𝑘3𝑙1𝑚2 + 𝑘2𝑙2𝑚1  − (𝑘3𝑙2𝑚1 + 𝑘1𝑙3𝑚2 + 𝑘2𝑙1𝑚3) = Σ 

 

Karena himpunan 𝑆 = {𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)𝑇 , 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)𝑇 , 𝑚 = (𝑚1, 𝑚2, 𝑚3)𝑇 } bebas linear di ℝ3 maka 

Σ ≠ 0. Oleh karenanya, 𝛼 ∧ dα = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ ∧ 𝑥3
∗ ≠ 0. Jadi, 𝔤𝔥 suatu aljabar Lie kontak dengan struktur 

kontaknya adalah 𝛼 = 𝑥1
∗.      

Hal ini sejalan dengan hasil yang didapat dalam [6] sebagaimana dinyatakan dalam proposisi berikut ini: 

Proposisi 1. Setiap aljabar Lie 𝔤 atas lapangan ℝ berdimensis tiga dan tidak komutatif adalah aljabar 

Lie kontak.   

 

4.2 Symplectic form Aljabar Lie Frobenius  

Terkait aljabar Lie Frobenius, kita berikan contoh sederhana bagaimana mendapatkan satu-form dan 

keterkaitannya dengan symplectic form-nya. Misalkan 𝔤𝐹 aljabar Lie real berdimensi dua dengan basis 

𝐵 = {𝑥1, 𝑥2}. Bracket Lie-nya diberikan oleh [𝑥1, 𝑥2] = 𝑥2. Pilih satu-form 𝛼 = 𝑥2
∗. Konstruksi 𝜔 = dα =

𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗. Kita buktikan bahwa untuk setiap 𝑥 dan 𝑦 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝛼([𝑥, 𝑦]). Dengan menghitung langsung, 

kita peroleh bahwa 𝜔 = dα = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗. Di sisi lain, 𝜔 bersifat non-degenrate karena determinan matriks 

yang entri komponen (𝑖, 𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2 didefinisikan oleh 𝜔(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) tidak sama sama dengan nol. Dengan 

kata lain, dα ≠ 0. Oleh karenanya, 𝜔 suatu symplectic form. Jadi, 𝔤𝐹 adalah aljabar Lie Frobenius.  

Selanjutnya, perhatikan bahwa aljabar Lie Heisenberg berdimensi tiga dapat dinyatakan dalam bentuk 

semi-direct sum 𝔤𝔥 = ⟨𝑥2, 𝑥3⟩ ⋊ ⟨𝑥1⟩ = ℝ𝑥1 ⊕ ℝ𝑥3 ⋊ ℝ𝑥1. Aljabar ini bukan aljabar Lie Frobenius. 

Namun demikian kita bisa menghitung derivasi dari  𝔤𝔥, kita dapat memilih sub-aljabar komutatif yang 
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memuat derivasi yang dapat didiagonalkan. Mengikuti hasil [2], kita memilih sub-aljabar 𝔗 yang dibangun 

oleh elemen tunggal 𝑡 = diag{𝑎, 𝑏, 𝑎 + 𝑏} dengan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tetapi 𝑎 ≠ −𝑏. Kita klaim bahwa aljabar Lie 

𝔤𝔥′yang dibangun oleh 𝐷 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡} dengan Bracket Lie tak nolnya diberikan oleh persamaan 

[𝑥1, 𝑥2] = 𝑥3, [𝑡, 𝑥1] = 𝑎𝑥1, [𝑡, 𝑥2] = 𝑏𝑥2,  dan [𝑡, 𝑥3] = (𝑎 + 𝑏)𝑥3 adalah aljabar Lie Frobenius. Pilih 

satu-form-nya 𝛼 = (𝑎 + 𝑏)𝑥3
∗ dan konstruksi 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝛼([𝑥, 𝑦]) untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔤𝔥′. Definisikan 

matriks  𝐴  yang  entri  ke  (𝑖, 𝑗)-nya   diberikan   oleh    𝜔(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)    dengan 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈ 𝐷.  Kita  peroleh 

|𝐴| = (𝑎 + 𝑏)2. Tetapi karena 𝑎 ≠ −𝑏 maka |𝐴| ≠ 0. Jadi, 𝔤𝔥′ suatu aljabar Lie Frobenius. Dalam hal ini, 

𝔤𝔥
′ = 𝔤𝔥 ⋊ ⟨𝑡⟩.  Sebagai contoh, untuk kasus 𝑎 = 𝑏 = 1 2⁄  maka kita bisa pilih satu-form 𝛼 = 𝑥3

∗. 

Menggunakan hubungan 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝛼([𝑥, 𝑦]), hasil perhitungan symplectic form-nya dapat disajikan 

dalam Tabel 1 berikut ini : 

Tabel 1. Perhitungan symplectic-form 𝜔  untuk  𝔤𝔥′ 

Pasang (𝒙, 𝒚) Nilai 𝝎(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝟑
∗ ([𝒙, 𝒚]) 

(𝑡, 𝑡) 𝜔(𝑡, 𝑡) = 0 

(𝑡, 𝑥1) 𝜔(𝑡, 𝑥1) = 0 

(𝑡, 𝑥2) 𝜔(𝑡, 𝑥2) = 0 

(𝑡, 𝑥3) 𝜔(𝑡, 𝑥3) = 𝛼 + 𝛽 

(𝑥1, 𝑡) 𝜔(𝑥1, 𝑡) = 0 

(𝑥1, 𝑥1) 𝜔(𝑥1, 𝑥1) = 0 

(𝑥1, 𝑥2) 𝜔(𝑥1, 𝑥2) = 1 

(𝑥1, 𝑥3) 𝜔(𝑥1, 𝑥3) = 0 

(𝑥2, 𝑡) 𝜔(𝑥2, 𝑡) = 0 

(𝑥2, 𝑥1) 𝜔(𝑥2, 𝑥1) = −1 

(𝑥2, 𝑥2) 𝜔(𝑥2, 𝑥2) = 0 

(𝑥2, 𝑥3) 𝜔(𝑥2, 𝑥3) = 0 

(𝑥3, 𝑡) 𝜔(𝑥3, 𝑡) = −(𝛼 + 𝛽) 

(𝑥3, 𝑥1) 𝜔(𝑥3, 𝑥1) = 0 

(𝑥3, 𝑥2) 𝜔(𝑥3, 𝑥2) = 0 

(𝑥3, 𝑥3) 𝜔(𝑥3, 𝑥3) = 0 

 

Oleh karena itu, symplectic form 𝜔 untuk 𝔤𝔥′ dapat dinyatakan oleh 

𝜔 ≔ dα = 𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗ + (𝛼 + 𝛽)𝑡∗ ∧ 𝑥3
∗ . 

dengan menghitung langsung, untuk 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ di mana 𝛼 ≠ −𝛽 kita juga memperoleh empat-form di 𝔤𝔥′ 

yang sekaligus bersifat non-degenerate yang dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝜔2 = (dα)2 = 2[(𝑥1
∗ ∧ 𝑥2

∗) ∧ [(𝛼 + 𝛽)𝑡∗ ∧ 𝑥3
∗]] ≠ 0.  
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4.  Kesimpulan 

Telah dibuktikan bahwa setiap aljabar Lie real tak komutatif berdimensi tiga merupakan aljabar Lie 

kontak. Kemudian telah dibuktikan juga bahwa aljabar Lie real tak komutatif berdimensi dua merupakan 

aljabar Lie Frobenius. Selanjutnya, meskipun aljabar Lie Heisenberg berdimensi tiga bukan aljabar Lie 

Frobenius tetapi aljabar Lie tersebut dapat menjadi unsur pembentuk aljabar Lie Frobenius berdimensi 

empat. Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikembangkan untuk tipe-tipe khusus aljabar Lie kontak dan 

aljabar Lie Frobenius seperti aljabar Lie kontak nilpotent dan aljabar Lie Frobenius solvable 2-langkah 

dengan dimensi yang lebih tinggi. 
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