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Abstrak

Konsep kekonvergenan lemah dibangkitkan dengan “memperlemah” sifat kekonvergenan yang telah ada. Luaran
pembahasan artikel ini adalah membuktikan sifat dasar kekonvergenan lemah, ruang barisan konvergen lemah adalah ruang
Banach dan operator dari ruang barisan konvergen lemah ke ruang barisan lainnya (I;(X),l,(X), [, (x),S(X)) dan
sebaliknya adalah linear dan terbatas pada ruang bernorma.

Kata Kunci: Barisan Konvergen Lemah , Operator, Ruang Barisan Konvergen Lemah , Ruang Bernorma.

Abstract

The concept of weak convergence is generated by “weakening” the existing properties of convergence. The outcome of this
article is to prove the basic properties of weak convergence, the space of weakly convergent sequence is a Banach space
and the operators from the space of weakly convergent sequence to other sequence spaces (1, (X), [, (X), L (x), S(X)) and
vice versa are linear and bounded in normed spaces .
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1. Pendahuluan

Bila diketahui dua buah ruang bernorma X dan Y dengan operator T : X — Y adalah kontinu. Jika
diambil sebarang barisan {x,} dalam X yang konvergen ke x, € X maka pasti barisan {T(x,)}
konvergen ke T(x,) dalam Y (Kreyszig, 1998). Sifat ini juga berlaku pada fungsional f: X — Y di mana
X ruang bernormadan Y = R atau C. Perhatikan contoh berikut. Diberikan C[0,27] koleksi semua fungsi
kontinu pada [0,2r], dengan hasil kali dalam sebagai berikut :

2T
(x,y) = f XDy (D) dt
0
Diambil

sin(nt)

vn € N.

xn(t) = —

Berdasarkan Teorema representasi Riesz (Talakua, 2011) maka diperoleh f (xn(t)) = (X, y)-

Dapat ditunjukkan bahwa barisan { x,,(t) } di atas tidak konvergen ke 0, tetapi barisan { f(x,(t)) }
konvergen ke f(0). Uraian di atas dapat dinyatakan secara umum sebagai berikut : bila sebarang barisan
{x,} dalam X (tidak perlu konvergen yaitu dengan memperlemah) berakibat barisan { f (x,,)} konvergen
dalam Y. Sifat inilah yang menginpirasi munculnya konsep konvergen lemah. Berdasarkan pengertian
konvergen lemah, maka dapat diperoleh ruang barisan konvergen lemah beserta dengan normanya. Pada
ruang barisan, dapat didefinisikan suatu operator matriks tak hingga (Maddox, 1970). Selanjutnya, artikel
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ini akan membahas sifat-sifat kekonvergenan lemah, ruang barisan konvergen lemah, dan operator dari
ruang barisan konvergen lemah ke ruang barisan lainnya dan sebaliknya.

2. Landasan Teori

Berikut ini akan diberikan definisi, sifat-sifat, dan teorema yang akan digunakan pada pembahasan
selanjutnya. Beberapa sifat dan teorema dasar tidak diberikan karena diasumsikan sudah dipahami.

Definisi 2.1.1 Diberikan {x,} suatu barisan bilangan kompleks. Barisan {x,} dikatakan konvergen ke
Xo € C, dinotasikan dengan lim x,, = x, atau x,, = x, jika untuk setiap bilangan £ > 0 terdapat bilangan
n—->0oo

asli n, € N sehingga untuk setiap n > n, berlaku |x,, — x,| < & (Agarwal, 2010).

Definisi 2.1.2 Diberikan {x,} suatu barisan bilangan kompleks. Barisan {x,} disebut barisan cauchy jika
untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap n,m > n, berlaku
lx, — x| < € (Agarwal, 2010).

Teorema 2.1.3 Diketahui X dan Y masing-masing ruang bernorma. Operator T kontinu di x, € X jika
dan hanya jika untuk setiap barisan {x,,} di dalam X yang konvergen ke x, berakibat barisan {T(x,)}
konvergen ke T (x,) € Y (Kreyszig, 1998).

Definisi 2.1.4 Diberikan X dan Y ruang bernorma. Operator linear T: X — Y dikatakan terbatas pada X
jika terdapat bilangan real M > 0 sehingga [|T'(x)|| < M||x||, untuk setiap x € X (Royden, 2010).

Teorema 2.1.5 Diketahui X dan Y masing-masing ruang bernorma. Jika T: X — Y linear, maka pernyataan
berikut ekuivalen :

(1) T kontinu pada X.

(2) T kontinu di x, € X.

(3) T kontinudi 0 € X.

@ {ITX)]|:x € X dan ||x|| < 1} terbatas.

(5) Terdapat bilangan konstanta M > 0 sehingga [|T (x)|| < M||x]|, untuk setiap x € X.

Selanjutnya koleksi semua fungsi linear dan kontinu dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y
dinotasikan dengan L.(X,Y).

Teorema 2.1.6 Diketahui X dan Y masing-masing ruang bernorma. L.(X,Y) lengkap (ruang Banach) jika
Y lengkap (ruang Banach) (Kreyszig, 1998).

Dual Banach dari ruang bernorma dinotasikan dengan X*, yaitu koleksi semua fungsional linear
dan kontinu dari ruang bernorma X ke lapangan F(R/C), dengan normanya adalah :

Il _

X€EX,x#0 [[x]| _xeX,||x||=1

Il = |f (Ol

dengan f € X* dan f(x) € F (Kreyszig, 1998).

179



Sifat Kekonvergenan Lemah pada Ruang Bernorma beserta Operator pada Ruang Barisan Konvergen Lemah
Teorema 2.1.7 Diberikan X ruang bernorma. Untuk setiap x € X berlaku

|f ()l

l|x|| = —
rex<f=o Il

(Kreyszig, 1998).

Teorema 2.1.8 Ruang dual dari ruang bernorma X yaitu X* merupakan ruang Banach (Kreyszig, 1998).

3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Barisan Konvergen Lemah
Definisi 3.1.1 (Barisan Konvergen Lemah) Diberikan X ruang bernorma dan X* ruang dual dari X.

Barisan {x, } c X dikatakan konvergen lemah pada X jika terdapat x, € X, sehingga untuk setiap f € X~
berlaku lim f(x;) = f(xq)

n—->oo
Berdasarkan Definisi 2.1.1, maka definisi di atas dapat ditulis sebagai berikut.

Definisi 3.1.2 (Barisan Konvergen Lemah) Diberikan X ruang bernorma dan X* ruang dual dari X.

Barisan {x, } c X dikatakan konvergen lemah ke x, € X, dinotasikan dengan x,, 5 Xo, Jika untuk setiap
bilangan € > 0 dan f € X* terdapat bilangan asli ny € N sehingga untuk setiap n > n, berlaku

|f (xn) = f(x0) < €

Titik x, disebut limit lemah dari {x,}. Selain notasi di atas, notasi lain yang sering digunakan
adalah x, — x, atau w — lim x,, = x,.
n—->oo

Teorema 3.1.3 (Ketunggalan Limit Lemah) Jika barisan {x,} konvergen lemah, maka nilai limit
lemahnya tunggal.

Bukti. Misalkan x,, y, € X merupakan nilai limit lemah dari {x,}, yaitu x, 5 X, dan x,, 5 ¥o.-Diambil
sebarang bilangan € > 0 dan f € X*. x,, e X, berarti terdapat n, € N sehingga untuk setiap n > n,
berlaku | f (x;,) — f(xg)] < g , dan x,, 5 Yo, berarti terdapat n, € N sehingga untuk setiap n > n,

berlaku| f (x) — f (¥0)| < .
Dipilih n, = maks{n,, n,} sehingga untuk setiap n > n, berlaku
If (o) = Fro)l =< If (o) — Fxea)| + I Cxn) = fFO) <5 +5=e.

Jadi, 0 < |f(xg) — f(yo)| < €, berakibat f(xy) — f(yy) = 0 atau f(xy — yo) = 0 atau xy = y,.
Dengan kata lain, nilai limit lemahhnya tunggal.

Teorema 3.1.4 Diberikan {x,} dan {y,} barisan-barisan di ruang bernorma X. Jika {x,} dan {y,}
masing-masing konvergen lemah ke x, dan y,, maka diperoleh:

(a) Barisan {x,,} + {y,} konvergen lemah ke x, + y,
(b) Barisan c{x,} konvergen lemah ke cx,, untuk sebarang skalar c

Teorema 3.1.5 Jika barisan {x, } konvergen lemah, maka ia terbatas

180



Yusuf B Marabi Djala, dkk (2024)

Teorema 3.1.6 Diberikan {x,} barisan di ruang bernorma X dan {c,} barisan di lapangan F. Jika {x,,}
konvergen ke lemah x, dan {c,} konvergen ke ¢, maka diperoleh barisan {c,}{x,} konvergen lemah ke
cXo

Bukti. Diketahui {x,} konvergen lemah ke x, dan {c,} konvergen ke c , yaitu x, zxo dan ¢, — c.

Diambil sebarang bilangan € > 0 dan f € X* . Karena x,, 5 Xo, maka berarti terdapat bilangan asli n, €
N sehingga untuk setiap n = n, berlaku |f (x,) — f (xo)| < ﬁ dan karena c,, — ¢, maka berarti terdapat

bilangan asli n; € N sehingga untuk setiap n = n; berlaku |c,, — c| < ﬁ Dari f € X* maka f terbatas
dan f(x) € F. Sehingga, |f(x)| < M; untuk suatu M; > 0.

Dipilih n = maks{ny, n,} dan M = maks{|f (x,)|, |c|}. Akibatnya diperoleh:
|f (cnxn) = fcxo)| = lenf (xn) — ¢f (%) + ¢f (%) — ¢f (x0)]

= 1f () (en = ©) + c(f (xn) = f(x0))]

< fCall(en = Ol + lellf (en) = f(x0)]

=M_+M-——<e

Dengan Kkata lain, barisan {c,x,} = {c,}{x,} konvergen lemah ke cx,

Teorema 3.1.7 Diberikan {x,} dan {y,} barisan-barisan di ruang bernorma X dan f € X*. Jika {x,}
konvergen lemah ke x,, {y,,} konvergen lemah ke y, dan f(xy) = f(x)f(y) untuk setiap x, y € X, maka
barisan {x,, }{y,,} konvergen lemah ke x,y,.

Bukti. Diambil sebarang bilangan € > 0 dan f € X*. x, Kxo, berarti terdapat bilangan asli n, € N
sehingga untuk setiap n > n, berlaku |f (x,) — f(x0)| < ﬁ dan y, = Yo, berarti terdapat bilangan asli

n,; € N sehingga untuk setiap n > n; berlaku |f (y,) — f(yo)| < j . Selanjutnya, dari f € X* maka f
terbatas dan f(x) € F. Sehingga, |f(x)| < M, untuk suatu M; > 0.

Dipilih n = maks{ng, n,} dan M = maks {|f (y)|, |f (x0)|}. Akibatnya, diperoleh:
|f Cendn) — f(xoyo)l = |f () f () — f(x0) f (Vo)

= f ) f On) = FORF (o) + F ) (x0) = F(x0)f 30)

= [FO) (f () = f(x0)) + F (o) (f ) = F(30))

< IFOIF () = F )] + IF Gl f ) = Fo)]

<M iM =
oM T o T €

Dengan kata lain, barisan {x,, }{y,} konvergen lemah ke x,y,.
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Teorema 3.1.8 Jika barisan {x, } konvergen lemah ke x,, maka lim ||x,|| = [|x,l|
n—0o

Bukti. Pada lapangan F(R/C) berlaku lim f(x,) = f(xg), maka lim |f(x,)| = |f(xy)|. Karena x,
n—oo n—oo

% x,, berarti lim £(x,) = f(x,). Akibatnya, lim |£(x,))] = |f(x)]-
n—-oo n—-oo

Selanjutnya perhatikan:

If o)l = Jim [£Ge)] < lim I N1 Ge)] = IIf 1l lim | ()] atau ekuivalen dengan L2 < lim | x|
n—o0o n—o0o n—>o0o n—oo
atau lim |(x,)| = 'f”(fLﬁ)',f # 0. Berdasarkan Teorema 2.1.7, diperoleh lim |(x;,)| = ||x,]|
n—-o0o n—-oo

Definisi 3.1.9 (Barisan Cauchy Lemah) Diberikan {x,,} barisan-barisan di ruang bernorma. Barisan {x,, }
dikatakan barisan Cauchy lemah, jika untuk setiap bilangan € > 0 dan f € X* terdapat bilangan asli n, €
N sehingga untuk setiap m,n > n, berlaku |f (x,,) — f(xp)| < €

Teorema 3.1.10 Jika {x, } konvergen kuat ke x,, maka ia konvergen lemah ke x,

Bukti. Diambil sebarang bilangan e > 0 dan f € X*.f € X*, maka f terbatas dan dapat dimisalkan ||f|| =
M > 0.{x,} konvergen kuat ke x,, berarti terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap n > n,

berlaku |x, — x| < —

Akibatnya untuk n > n, diperoleh:

|f (n) = £ (Xo)| = 1f Gen = %0)| < IIf 1l = %ol < M.% —c

Dengan kata lain, {x,,} konvergen lemah ke x.
Teorema 3.1.11 Jika {x,} konvergen lemah, maka ia barisan Cauchy lemah
Bukti. Diambil sebarang bilangan e > 0 dan f € X™.

{x,} konvergen lemah, misalkan ke x,, berarti terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap n >
n berlaku [f (xn) = f (o)l < =.

Akibatnya untuk m, n > n, diperoleh:
€

7~ €

1 Gom) = £ G| < 1 Gim) = £ Ci)] + 1 (k) = FGod] < 5+
Dengan kata lain, {x,,} barisan Cauchy lemah.

Teorema 3.1.12 Jika {x,} barisan Cauchy (atau Cauchy kuat), maka ia barisan Cauchy lemah

Bukti. Diambil sebarang bilangan e > 0dan f € X*.f € X*, maka f terbatas dan dapat dimisalkan ||f]|| =
M > 0.{x,} barrisan Cauchy kuat ke x,, berarti terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap

m,n = n, berlaku |x,, — x,| < %
Akibatnya diperoleh:
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€
f Cem) = fOe)| = 1f Com = x) | < NIl — x| <M.7-=€

Dengan kata lain, {x,,} barisan Cauchy lemah.

Teorema 3.1.13 Jika {x,} barisan Cauchy lemah dan mempunyai sebarang sub barisan {x,, } yang
konvergen lemah ke x,, maka barisan {x,} juga konvergen lemah ke x,

Bukti. {x,,} barisan Cauchy lemah, berarti untuk setiap bilangan € > 0 dan f € X" terdapat bilangan asli
ny € N sehingga untuk setiap m,n = ny berlaku |f (x,,) — f(x)| < % Sub barisan {x,, } konvergen
lemah ke x,, berarti untuk setiap bilangan € > 0 terdapat bilangan asli n; € N sehingga untuk setiap n;, >

n, berlaku | £ (x,, ) — £ (x0)| < g

Dipilih n, = maks{n,, n,} sehingga untuk setiap n, n; = n, berlaku

€ €
IfCen) = F O < [ @) = fOem )| + 1 () = FGxo)| <5 +5 =€
Dengan kata lain, barisan {x, } konvergen lemah ke x,.

Definisi 3.1.14 Diberikan X ruang bernorma. Ruang bernorma X disebut lengkap lemabh jika setiap barisan
Cauchy lemah di dalamnya konvergen lemah. Selanjutnya, X yang lengkap lemah disebut ruang Banach
lemah

3.2 Ruang Barisan Konvergen Lemah
Definisi 3.2.1 Diberikan X ruang bernorma dan barisan {x,,} € X . Didefinisikan W (X) sebagai suatu

koleksi dari semua barisan {x,} yang konvergen lemah di ruang bernorma X atau W(X) =

{{xn} cX:x, e Xo, Xo € X}. Selanjutnya, W (X) disebut ruang barisan konvergen lemah.

Mudah ditunjukkan bahwa W (X) adalah ruang linear.

Definisi 3.2.2 (Norma pada W(X)) Diberikan ruang linear W(X). Untuk setiap {x,} € W(X)
didefinisikan norma dari {x,} adalah

[&xn}ll = sup suplf(xy)]

fex*f+£0 n=1

Teorema 3.2.3 Ruang linear W (X) terhadap norma pada Definisi 3.2.2 merupakan ruang bernorma
Bukti. Diambil sebarang {x,},{y,} € W(X) danc € F.

i [{xn3ll 20 sebab |f(xn)[ =20 dan [[{xn}]| =0 < sup sup|f(x,)| =0 & |f(xn)| =0 =

fEX* n21
fGn) =0 & x, = 0 = {x,} = {0}
ii. lle{xn}ll = sup sup|f(cxn)| = sup suplcf(xn)| = sup suplc||f(x,)| =

fEX* n=21 fEX* n=21 fEX* n21
el sup suplf (xn)| = lclll{x3l
fEX* n21
i, 10 + bl = 110g — yadll = Sup sup|f (x, + yn)| = Sup sup|f(xn) + f(y)l <
EX* nz1 X* nz1
sup sup|f(xp)| + sup sup|f(yu)| = [l{xn}l + [l{yn}l
fEX* n=21 fEX* n21
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Dari (i) sampai (iii), disimpulakn W (X) ruang bernorma.
Teorema 3.2.4 Ruang bernorma W (X) terhadap norma pada Definisi 3.2.2 merupakan ruang Banach

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa W (X) lengkap, yaitu setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen.
Ambil sebarang barisan Cauchy {x(k)} c W(X) dengan x®) = {x,(lk)}. Sehingga untuk setiap bilangan
€ > 0 terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap k, [ = n, berlaku

[x® — xO|| = ”{x,(lk)} — {x,%”}” = ”{x,&’d - x,(ll)}” <§ atau

Fl?) = ()] <3

sup sup
fex*f#0 nz1

f (x,(lk) — x,(f))| = sup sup

fEX*,f£0 n=1
Hal ini berakibat |f(x”) - f(x{)| < e *)
Dari (*), diperoleh barisan {f (x,(lk))} merupakan barisan Cauchy di dalam lapangan F. Karena lapangan

F merupakan ruang Banach, maka barisan Cauchy {f(x,(lk))} konvergen, misalkan konvergen ke

f(x,(lo)) € F, sehingga diperoleh

() = ()] <5 ()
Akibat dari (**) diperoleh:
b =0 =[] )] = =) = s sl (e <)

feX* f#0 n=1

= sup sup

fEX*f#0 nz1 f(xflk)> _f(x’SO))| < sup Supi < sSup supe=¢€

fex*f#0 n=1 fex*f#0 nz1

Dengan kata lain, {x®} konvergen kuat ke x(® (i)
Akan ditunjukkan bahwa x©@ = {(x®} e w(x).

Dari barisan {x,(lk)} € W(X), maka ia barisan konvergen lemah. Dari Teorema 3.1.11, maka ia juga barisan
Cauchy lemah sehingga untuk setiap m,n > n, berlaku

() - 1 (a8)] < )
Dipilih n, = maks {ny, n,}. Dari (**) dan (***) untuk setiap k, m,n > n, berlaku

) = £ (xa”)] = G’ = £ () + £ (et?) = £ (%) + £ (37) = £ (7))
< () = G’ )| + [ Ce?) = £ ()| + [ () = £ (")

€ € €
<s+-+-=¢
3 3 3

184



Yusuf B Marabi Djala, dkk (2024)
Diperoleh {f(x,(lo))} barisan Cauchy di lapangan F. Akibatnya ia konvergen kuat di lapangan F, sehingga

{x,ﬂo)} konvergen lemah atau {x”} € W (X) (ii)
Berdasarkan (i) dan (ii), disimpulkan bahwa barisan Cauchy {x®} c W (X) konvergen kuat ke x(® =
{x,(lo)} € W(X). Dengan kata lain, W (X) ruang Banach.

Teorema 3.2.5 Jika setiap barisan Cauchy lemah pada W (X) adalah barisan Cauchy, maka W (X)
merupakan ruang Banach lemah

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa W (X) lengkap lemah, yaitu setiap barisan Cauchy lemah di dalamnya
konvergen lemah. Ambil sebarang barisan Cauchy lemah {x®} c w(X) dengan x®) = {x{°}.
Sehingga, menurut Definisi 3.1.9, barisan {g(x*)} merupakan barisan Cauchy di dalam lapangan F
untuk setiap g € (W (X))". Karena lapangan F ruang Banach, maka barisan Cauchy {g(x*)} konvergen,
misalkan konvergen ke g(x(®) € F sehingga diperoleh

|9(x®) - g(x@)| < 5
Dengan kata lain, {x(®} konvergen lemah ke x(® (i)
Akan ditunjukkan bahwa x(© = {x{"} € w ()

Karena setiap barisan Cauchy lemah {x(k)} pada W (X) adalah barisan Cauchy, maka untuk setiap
bilangan € > 0 terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap k, [ > n, berlaku

e O = |} = Gl | = | = )] <5 e

F(?) = ()] <

sup sup
fEX* f£0 n=1

k !
f(xg)——x£)>|= sup sup
fEX*f#0 n=21

Hal ini berakibat | f(x,(j‘)) - f(x,(ll))| <e *)

Dari (*), diperoleh barisan {f (x,(lk))} merupakan barisan Cauchy di dalam lapangan F. Karena lapangan
F merupakan ruang Banach, maka barisan Cauchy {f(x,(f))} konvergen, misalkan konverken ke

f(x,(lo)) € F, sehingga diperoleh
() = £ ()| <5 ()

Selanjutnya dari barisan {x,(lk)} € W(X), maka ia barisan konvergen lemah. Dari Teorema 3.1.11, maka
ia juga barisan Cauchy lemah sehingga untuk setiap m, n = n, berlaku

() = £(a?)] <5 (*%)
Dipilih n, = maks {ny, n,}. Dari (**) dan (***) untuk setiap k, m,n > n, berlaku
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) = £ ()| = [ Com’) = £Com”) + £ (o) = £ () + £ () = £ (a”)]
< Jf () = £ Ge”) +] [ Ge?) = £ ()| + [ () = £ (%)

€ € €
<s+-+-=¢€
3 3 3

Diperoleh {f(x,(lo))} barisan Cauchy di lapangan F. Akibatnya ia konvergen kuat di lapangan F, sehingga
{x,ﬂo)} konvergen lemah atau {x”} € W (X) (ii)

Berdasarkan (i) dan (ii), disimpulkan bahwa barisan Cauchy lemah {x(")} c W (X) konvergen lemah ke
x© = (x} e w(X). Dengan kata lain, W (X) ruang Banach lemah.

3.3 Operator pada Ruang Barisan Konvergen Lemah
Definisi 3.3.1 Diberikan A = (a,;) suatu matriks tak hingga dengan a,; € F dan S dan T merupakan

ruang barisan pada X yang masing-masing berupa ruang deret konvergen mutlak [, (X), ruang barisan p-
terjumlah mutlak 1, (X), ruang barisan terbatas [, (X), W(X) atau ruang barisan konvergen kuat S(X).
Didefinisikan operator A: S — T dengan A({x,}) = {¥r=1 AnkXk }n=1 Untuk setiap {x;} € S.

Teorema 3.3.2 Operator A pada definisi di atas bersifat linear

Teorema 3.3.3 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [; (X) = {{x,} € X: Y.3-1||lxx|l < oo} ruang deret
konvergen mutlak pada X dengan ||[{x;}|l1 = Xr=1llxk|l. Operator A: W (X) — [, (X) bersifat linear jika

Y1 Dhetllnk| < 00

Bukti. Diambil sebarang {x,} € W (X). Karena {x,} € W (X), maka ia terbatas dan diperoleh

[ee)

z A1k Xk

a11 a12 x1 k=1

A({x}) = <a21 asz; ) <x2> =l
: : : z Aop Xy

k=1

Dari hipotesis dan perumuman sifat ketaksamaan segitiga diperoleh

oo [o9] o [o9] [o0] (o9)
< D lamerell = D7 lanellxill < supllll Y ) Janl < o
k=1

Dengan kata lain, A({x}) € [;(X) atau A: W (X) — [;(X). Jelas bahwa A linear.

[N

n=

Teorema 3.3.4 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [; (X) = {{x,} € X: Xr=1llxx|| < oo} ruang deret
konvergen mutlak pada X. Operator A: [, (X) = W (X) bersifat linear terbatas jika lim a,; = by
n—-oo

Bukti. Diambil sebarang {x, } € [, (X). Karena {x;} € [;(X), maka M; = Z,‘f lxell < oodan A({x,}) =
D=1 QX In=1- Selanjutnya, karenalim a,;, = by, maka |a,, — byl < dan sup|an, — bxl < Mi
n—-oo 1

k=1
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untuk setiap n > n,. Cukup jelas bahwa n, tidak bergantung pada k, sebab n merupakan indeks kolom
dan k merupakan indeks baris pada A.

Dari hipotesis dan perumuman sifat ketakssamaan segitiga diperoleh untuk setiap n = n, berlaku

(o] [ee] [ee] [oe]
Z Ank XK — Z by xy Z(ank = bp)x|| < Z l(ank — br)xill
k=1 k=1 k=1 k=1

Zlank billlll < supla. bk|2nxku<—Ml—e

Diperoleh  (ZiZ; apeti) = (Ziza b)) atau (T apee) = (Zizo (lim an)x, ) . Akibatnya,
menurut Teorema 3.1.10 (Z;?=1ankxk)v—v>(22°=1(1im ank)xk). Dengan kata lain, A({x;}) €
n-—-oo

W(X)atau A: [, (X) - W(X).

Jelas bahwa A linear. Karena {a,,, } konvergen, maka ia terbatas atau |a,;| < oo untuk setiap n dan karena
f € X, maka ia terbatas atau || f|| < oo. Akibatnya untuk setiap {x,} € [, berlaku

(5o

k=1

< sup |[If|lsup
fex*f+0 n=1

[ee]
Z Ak Xk
k=1

Ikl = {Zankxkl = sup sup

“f#0 n2
= fex*,f+0 n=1

< sup ||f||sup(sup|ank|)ZMxkn— sup [ llsup (suplael) vl < o

feEX* f#0 nz1 nz1

dengan 0 < sup ||f||sup (suplankl) <

fEX* f#0 n=1 \k=21
Dengan kata lain, A terbatas.
Teorema 3.3.5 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [,(X) = {{x;} € X: Y31l ||P < o} ruang

1
barisan p-terjumlah mutlak pada X dengan 1 <p <o dan [[{xc}|l, = CrqllxklIP)». Operator
A:W(X) - L,(X) bersifat linear jika Y571 Xg=q1lan,| < o

Bukti. Diambil sebarang {x,} € W(X). Karena {x;} € W(X), maka ia terbatas dan A({x;}) =

{213,0=1 ankxk}nzl-

Dari hipotesis dan perumuman sifat [lx; + x,1IP < (llxg |l + 12D atau [1X%=; i [IP < (CR=1llxicIDP

diperoleh

0o 0o 0o 14 co co p
2 i -> (Zmnkmxkn) <> (Tglxnxkn Z|ank|>
k=

[o e}

2

ni (inankxkn)

© 0 0 14 © o0 p
p p

= (maxllxl) Elanu (maxttel)” " D lawel | < (maxtize) (D lad

n=1 n=1 \k=1 B n=1k=1
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<
Dengan kata lain, A({x;}) € [,(X) atau A: W (X) — [,,(X). Jelas bahwa A linear.

Teorema 3.3.6 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [,(X) = {{x;} € X: X5_;[lx¢||P < o} ruang
barisan p-terjumlah mutlak pada X dengan 1 < p < oo. Operator A: [,,(X) — W (X) bersifat linear jika
lim Ank = bk

n—-oo

Bukti. Diambil sebarang {x;} € [,(X). Karena {x;} € [,(X), maka M; =} 1||xk||?’ < oo dan

A({x}) = r=1 Qi Xk ns1- Selanjutnya, karenalim a,;, = by, maka |a,; — byl < dan sup|a,, —
n—oo k=1

by| < Mi untuk setiap n > n,.
1

Dari hipotesis dan perumuman sifat ketaksamaan segitiga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku

(o] (0] (o] (o]
> awrc = ) b < ) 1@ = %l = ) lawe = el
k=1 k=1 k=1 k=1

€
< suplan = bel ) il < suplan = bel ) [lellP <. My = €
k=1 ] k=1 - 1

— by )xy

Diperoleh  (Xi; apei) = (Zizabexi)  atau (T apere) = (Zio (lim an)xi ) . Akibatnya,

menurut Teorema 3.1.10 (X2, ankxk)z(z,‘;‘;l(lim ank)xk). Dengan kata lain, A({x;}) € W(X)
n—-oo

atau A: [,(X) » W(X). Jelas bahwa A linear.

Teorema 3.3.7 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [, (X) = {{xk} c X: supl|xg]l < oo} ruang
k=1
barisan terbatas pada X dengan||{x;}|l. = sup||x,|l. Operator A: W (X) — [, (X) bersifat linear jika
k=1

sup Yp=1lank| < o
nx1

Bukti. Diambil sebarang {x,} € W(X). Karena {x;} € W(X), maka ia terbatas dan A({x;}) =

{(Xr=1 AnkXiInz1

Dari hipotesis diperoleh

o)

z Apnp Xk

k=1

o

< sup Zlank|||xk|| < supllxllsup ) lanl < oo
k=1

sup
nz1

Dengan kata lain, A({x;}) € [, (X) atau A: W(X) - [, (X). Jelas bahwa A linear.

Teorema 3.3.8 Diberikan X suatu ruang bernorma dan [, (X) = {{xk} c X: sup||xg]l < oo} ruang
k=21

barisan terbatas pada X. Operator A: [, (X) - W (X) bersifat linear terbatas jika lim|a,;, — bi| =0
n—-0o
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Bukti. Diambil sebarang {x;} € [, (X). Karena {x,} € l,(X), maka M; = sup||x,|| < o A({xx}) =
k=1

=1 Xk Ins1. Dari lim|a,, —bg| =0 dan perumuman sifat penjumlahan limit, maka
n—>oo
7111_{{)10 Yretlank — bl = Zfﬂ}f_{{)‘o'ank — byl = X r=10=0. Akibatnya, barisan {}r—;law — brl}ns1

konvergen ke 0 atau |- 1| — brll = Xxeqlank — bil < Mi untuk setiap n > n,.
1

Dari hipotesis dan perumuman sifat ketaksamaan segitiga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku

Z(ank — by)xy
k=1

[o2] (o8]
€
= 1tnic = belllell < supllxll Y lane = bl < My.o- =€
o] k=1 £t M,

[00]

[e/0)
Z AnpXy — by xy
k=1

k=1

< D @ = bl
k=1

Diperoleh

(B @) = (T by atau (B @) > (E5ea (lim @) ) . Akibatnya, menurut Teorema
n—-oo
3.1.10 (2,‘;°=1ankxk)”—v>(z;°=1(1im @) ). Dengan kata lain, A({x}) € W(X) atau A:l(X) >
n—oo
W (X).

Jelas bahwa A linear. Karena {3;-;la.k|}ns1 konvergen untuk b, = 0, maka ia terbatas. Akibatnya
untuk setiap {x;} € I, (X) berlaku

(S

k=1

I = {Zankxk} = sup_sup
nz1

EX*,f+ =1
=1 fEX*.f#0n

< sup |[fl[sup
feX*f#0 n=1

b [o9]

> awen| < sup Ifllsup (suplixll) Y e
=1 fEX*,f%£0 nz1 \‘k=1 ~

© oo

= sup IIfllsup  lanel (supllll) = sup lfllsup Y lanel e < oo
fex*f+0 nz1 £~ k=21 fEX*,f#£0 n=1

dengan 0 < sup ||flsup XpZqlan| < o
fEX*,f%0 n=1

Dengan kata lain, A terbatas.

Teorema 3.3.9 Diberikan X suatu ruang bernorma dan S(X) = {{xk} c X:x, > X, Xy € X} ruang
barisan konvergen kuat pada X dengan ||{x;}|| = sup||x,|l. Operator A: W(X) — S(X) bersifat linear
k=1

Jlka limlank - bkl =0
n—-oo

Bukti. Diambil sebarang {x;} € W(X). Karena {x;}€ W(X), maka ia terbatas A({x;}) =
O re1 QX Ins1- Dari lim|ay, — bl =0 dan perumuman sifat penjumlahan limit, maka
n—0o
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Al_lglo Yieilank — byl = Zl?:l%%'ank — byl = Y-, 0 = 0. Akibatnya, barisan {}z_;lank — bil}n=1

konvergen ke 0 atau |- 1|an — brll = Xxeqlank — bil < Mi untuk setiap n > n,.
1

Dari hipotesis dan perumuman sifat ketaksamaan segitiga diperoleh untuk setiap n > n, berlaku

[00]

[e/0)
Z AnpXk — by xy
k=1

(0]

Z(ank — by)xy

< D 1l = bl
k=1

k=1 k=1
o8] (o8]
€
= 1tnic = bellliell < supllxll Y lane = bl < My.o- =€
o] k=1 £ M,

Diperoleh (3p2; ankxr) = Q=1 brxy) atau (Qp=q aneXx) = (Z,‘le(lim ank)xk) . Dengan kata lain,
n—->oo

A({x}) € S(X) atau A: W(X) - S(X). Jelas bahwa A linear.

Teorema 3.3.10 Diberikan X suatu ruang bernorma dan S(X) = {{x;} c X: x; - x,,xo € X} ruang

barisan konvergen kuat pada X. Operator A: S(X) — W (X) bersifat linear terbatas jika lim |a,; — by| =
n—-oo
0

Bukti. Karena S(X) sub ruang dari [, (X) dan [|[{x;}|| = sup||xx||, maka pembuktian teorema ini seperti
k=1

pada Teorema 3.3.8.

Teorema 3.3.11 Diberikan X suatu ruang bernorma dan S(X) = {{xk} C X:xp = xp, X € X} ruang
barisan konvergen kuat pada X. Operator A:S(X) —» W(X) bersifat linear terbatas jika

{(Xre1 AnkXidns1 = {CkXi}i=1 danc, = ¢

Bukti. Diambil sebarang barisan {x;} € S(X) yang konvergen kuat ke x,. Karena c;, — ¢ dan x;, — x,,

maka c,x; — cx,. Dari Teorema 3.1.10 diperoleh c;x;, 5 cx,. Dengan kata lain, A({x;}) € W(X) atau
A: S(X) » W(X). Jelas A linear. Karena sup|c;| < oo, maka untuk setiap {x; } € S(X) berlaku

k=1
NAQaDI = exxidk=1 | = sup suplf(cexi)l < sup  ||If|l supllcixll
fEX* f#0 k=1 fEX* f%0 k=1

< sup_ Ilflisupleel (suplivell) = sup_ IIfllsuplel Gl < oo
fEX*,f#0 k=1 k=21 fEX*f#0 k=1

dengan 0 < sup ||f|| sup|cy] < o
fEX*f£0 k=1

Dengan kata lain, A terbatas.

Teorema 3.3.12 Operator A: W(X) — W (X) bersifat linear terbatas jika lim|a,; — bi| =0
n—-oo

Bukti. Karena S(X) sub ruang dari W (X), maka pembuktian teorema ini seperti pada Teorema 3.3.9.
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Teorema 3.3.13 Operator A: W (X) — W (X) bersifat linear terbatas jika {).7-1 @GnxXr}ns1 = {CrxXi}rs1
danc, = ¢

Bukti. Diambil sebarang barisan {x, } € W (X) yang konvergen lemah ke x,,. Karena c¢;, — ¢ dan x;, = X0,

maka menurut Teorema 3.1.6 diperoleh ¢, x; 5 cx,. Dengan Kkata lain, A({x;}) € W(X) atau A: W (X) —

W (X). Jelas A linear. Karena sup|cy| < oo, maka untuk setiap {x;} € W (X) berlaku
k=1

NA{xe DIl = [{ekxidi=1 | = sup  suplf(cexx)| = sup  suplegf(xp)l
FEX* f£0 k21 FEX* f£0 k21

= sup_ supleylIf(r)l = sup (suplegl )suplf (vl = (supleel) sup suplf ool
FEX* f#0 k=1 fex*f+0 \k=1 k=1 k=1 fEX* f£0 k=1

= (supleel ) el < o0
k=1

dengan 0 < (suplckl) <
k=1

Dengan kata lain, A terbatas.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian, telah dibuktikan sifat-sifat dari barisan konvergen lemah, W (X) merupakan

ruang Banach terhadap norma ||{x,}|Il = sup sup|f(x,)| untuk setiap {x,} € W(X) dan terdapat
feX* f#0 n=1

operator matriks tak hingga yang bersifat linear dan terbatas dari W (X) ke ruang barisan lainnya
(11 (X)), 1,(X), I (x), S(X)) dan sebaliknya dengan penambahan syarat tertentu pada matriks. Lebih lanjut,
penulis menyarankan untuk melanjutkan penelitian mengenai kekonvergenan lemah pada barisan di
ruang-ruang lainnya dan pengaruh dimensi suatu ruang, berhingga dan tak berhingga, terhadap
kekonvergenan lemah.
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